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1 �

J [1] �� Markowitz de�S�I��M�St����z [1] ��Sk

����G	qS
B�Z Markowitz K����I��M���a (C [2, 3])
k��G	qS�������S��I��S�� (D�) �ockt��J��
CSImq (�U� [4]) �S Markowitz ���k�G	qS��kg�fC��S�
Im����G	q����G	q���X�BIPc�Md����m�T���
G	q�g������G	qS�F�St�����a��w��t�cde�

aw��G	qS Markowitz��w�����PM�w��I��Sof�j
A�����uof�S����ku�IS (��) of������ojA�I�
�p�S�����J��G	qS�I��Sof�Gk��� ��S�ISo
f�S!����Z����G	qS
B���I��S��ofTwu!��S�
�of�"�Tw���IS��ofS!������p��kuof�!��A�
����S����a!��S#y�Q��of���f�����j��$S�o
�����B Markowitz ��S�������SQ!�� WtOqU, %!
� j�U. �W��SF&���p� (of�S���) �of (of�S��) B
���XakSY�!� Uj�. �p� — ofB���X�c"ofE�p�$#
A�$I��� t��Sp��ofau$Iw�S�E'F&�B ���I�
�M���S �w (U) j� (efficient (portfolio) frontier). t��W�SY akS
���!��I�S �wU. K��I����St��Wa�� w��(Mk�
o��S�

��G	qS
B��U��%�I�St����Wlq���"�k�% �
Y ( t�IS��of�)T), �kz�*SuX$& (�I�S�����u+p
', 2000  12 ! 25 QnM(
∗ !""LlP#R#X-! “RRxP”(10131030 $) $%-!(
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��+), �k"Y�'(XSZ* (�I�S�����+p��+). �%tat��
Wo#�q���a&$ '.��zof(�CS)* (,j [5]). ��P����G
	qS
B��* �����G	qS
B��zXr��Sk�U��I�lq�
���t����W%��lq��a�$%�I�St��W�Z�*+�"�S�
��W%�Z���I�S t�IS��of�)Ta��I�S���W(MPM
k�% �Y�Adt��W%k�% �Y�Jta'f%t��Wk�% �Y�
d���W�k �Y��%BIS���kq�%+p��Iz�%of����
+p�of��USp��I � S���"�S���WGk�%�-�of(
XS/��tS*.�J�t��W�kof(XS�%Y��Z�w���/E�t
(���W�t(t��WSP�oiw���aw�IS��of�F)TS�I
�w����oc,������Wqt0�z�*.&P� �Jk��t1z�*
.o#.��)*.�)*.S"Yoc�of(X�%oc��of(X��a�p
�A�ofS)yk!)y�dt��W�p� — of��X* �%t0'AXS
0)yS23���P�-Xb� [3] �1����G�WeM��w�G	qS�
��WSP��1��%4�(�

S�5)S�����ZS�%��2c+kn�ocf���t����W
�3M�S�Iyz4MS�I.y)��66y�,$��kqd7/E&o�I
c+X�����M����kTxS5U�Kk�Z���aw*%�I�S�%
��w����St��W-�wF&St��WS�Fkb�5�ZS�����
!"�8�I�S �w�Z. aw�G	qS
B���� [1] �1�+�%�I�S
��k8�I�St���S6��F��1��ZS�����G	q�F�
tQS6��F�z�G	q
B)�J���G	q
B�SyQt,�w���#
*9%-t.S*Dj7���wPNP��g���G�/�1*D�Tj7��

0U��� [1]� ,����G	qS
B���%����:Fk4S�"V0
&#/.��S (mutual-fund) o/�����S��c+Xk�� Markowitz t�d
e�1� k �So/S6��F�"oczb2S� Rothschild–Stiglitz p��� [6,7]

de�S Ross S k �So/S6��F)�J�p�ke�S
B� CAPM (��
+��1A) gS0gaw Ross S
Bk/��F�da��w�Jk6��F��
f����1X�8Kh+ CAPM S-��;����ojN [8, 9] �%S2%�
ZS�����3�of�<j�430�aPN6��F�=�SP��k��S>
��Md����G	qS�F��z2S���3tjNtNk4%�p�k���
1G55��G	q�F�S CAPM ������de��"��z�G	qS
B
�Z (,jW?M).

����w��%��Bg��3� Sn � n ��IS����1��a�I9
6�d Sn �k96S�� {1, 2, · · · , n}. �ISof�o:����� r1, r2, · · · , rn, �
;36"�Sj�t0�"�SF&* ��@� r = (r1, r2, · · · , rn)T .

W+ =
{
w = (w1, w2, · · · , wn)T ∈ R

n
+ |w1 + w2 + · · · + wn = 1

}

<h� n ��ISof�!��F&��� R+ <hltcyF&�awO7 w ∈ W+,
�akS��Sof�Gk���� rw = wT r = w1r1+w2r2+ · · ·+wnrn. v6 Sk ⊂ Sn

� k ��IS����k3� Sk = {1, 2, · · · , k}. �"�Sof�78� r1, r2, · · · , rk.
9 rk = (r1, r2, · · · , rk)T . �a�v9

W k
+ =

{
wk = (w1, w2, · · · , wk)T ∈ R

k
+ |w1 + w2 + · · · + wk = 1

}
.

��! Sk � Sn S �w�Z k,awO7 w ∈ W+, .B� wk ∈ W k
+, fP

E[wT r] ≤ E
[
(wk)T rk

]
, Var [wT r] ≥ Var

[
(wk)T rk

]
.
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"T�w Sk St��W-�w Sn St��W�a��G	qaSt����e [1], �
��14kG w 5 wk 05�lt����a�0U��b:�NS�z�G	qS

BS���w�U� Sk St��W-�w Sn St��W���"���*T�w Sk

S���W-�w Sn S���W�g����t/�*�� WtOq�Z Sw82
Sk k Sn S�$p���k, Sk S���W-�w Sn S���W�

SWeMGHB�����G	qS Markowitz���WWM1�(w�
$p���S6���5��(�W9M�(w�$p���S��vX�awt�
��lnS���W?Mk(w CAPM ASP��PL�

2 D�ye7IMarkowitzac
WnXM�Sr6���G	qS Markowitz ��oHr�U7K� w ∈ W+, f

P�I�����of���a�p� (of�Sj�����) �$�:
e = (1, 1, · · · , 1)T ∈ R

n,

µi = E[ri], i = 1, 2, · · · , n, µ = (µ1, µ2, · · · , µn)T ,

V = (Vij)i,j=1,2,···,n =
(
Cov [ri, rj ]

)
i,j=1,2,···,n,

��k! w � U, µw = wT µ � UKl�, σw = (wT V w)1/2 � UKOq. �Z�
��G	qS Markowitz g� — j���M����

min σ2
w = wT V w =

n∑
i,j=1

Vijwiwj

s.t. wT e = w1 + w2 + · · · + wn = 1,
µw = wT µ = w1µ1 + w2µ2 + · · · + wnµn = µ,

wi � 0, i = 1, 2, · · · , n.

(1)

d�G	q (���� wi � 0) S Markowitz g�>j���M����

min σ2
w = wT V w =

n∑
i,j=1

Vijwiwj

s.t. wT e = w1 + w2 + · · · + wn = 1,
µw = wT µ = w1µ1 + w2µ2 + · · · + wnµn = µ.

(2)

aw to#S��of µPNS�� (1)SQSF&�k Sn S (�	q) WtO
qUF&�U 82��%�I�St�����k�$p����Jh��M�z�
G	qS
Bt ��Sk�S�$p���Sof4o#�'A [mini µi,maxi µi]
�wA�dt��W����Sof�k4#�'A [µn

min σw
,maxi µi] �wA��1

µn
min σw

kak Sn S��S�$p� min σw S�Eof (��-
B��ak�$p
�S��o#tGc��"�SofB �%'A), "k�� (1) �C?We%Tg9
uc& PNSQ�� akS�Eof�

�� (1) k�%F*DTg��Tg9uSe@!;<���� Lagrange H�.
B� (C [10, 279 V]). g��"on Lagrange H�g (� � Kuhn-Tucker �F) w�
Q�� w = (w1, w2, · · · , wn)T � λ1, λ2, ν = (ν1, · · · , νn)T k�Q� Lagrange H�S6
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��F�"�;:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2V w − λ1µ − λ2e − ν = 0,
w1 + w2 + · · · + wn = 1,
w1µ1 + w2µ2 + · · · + wnµn = µ,

νi � 0, wi � 0, νiwi = 0, i = 1, 2, · · · , n.

(3)

d�G	qS�� (2)WWk�%F*DTg9uSe@!;<���a"n Lagrange
H�gw�Q�oP w′ � λ′

1, λ′
2 k�Q� Lagrange H�S6��F�"�;:

⎧⎪⎨
⎪⎩

2V w′ − λ′
1µ − λ′

2e = 0,
w′

1 + w′
2 + · · · + w′

n = 1,
w′

1µ1 + w′
2µ2 + · · · + w′

nµn = µ.

(4)

(3) �<�Xjw2=k�%l*D�Tj7��Jk��c&ocjN�"�o>P
��1*D�Tj7wL��

O+��G	qz�G	qS$�
Bc;��t�&o�I�G	q�<�&o
�I��G	qS�A
B��k6 Sk′ ⊂ Sn k Sn ��G	qS�I����)k�
�SQ� Lagrange H�PMoc<C� (3) SBg�Jk��S νi �v ;:�=�
F2

νi = 0, i = 1, 2, · · · , k′; νi � 0, wi � 0, νiwi = 0, i = k′ + 1, · · · , n.

Md� (3) S>�%Q w .t�1o� wi > 0, Ad�)kS νi �?�wk����
ocPN�=@�2

hm 2.1 6 w = (w1, w2, · · · , wn)T ��� (1) awof� µ S�%Q����6
��F (3) S<C��;:

wi

{
> 0, i ∈ SJ = {j1, j2, · · · , jl} ⊂ Sn,

= 0, i /∈ SJ ,
(5)

�� w %ka SJ �S�I�G	q�da Sn \ SJ ��G	qS�$p����>:
k� w′ = (wj1 , wj2 , · · · , wjl

)T k SJ XS�G	qS Markowitz �� (2) SQ�
���k!;:�F (5) S SJ ��� w S �CZ. q���e� (3) S*DD�

����oP�=@��
hm 2.2 6 wm = (wm

1 , wm
2 , · · · , wm

n )T ��� (1) awof� µm SQ� m = 1, 2,
�"��c SJ �,�����awO7 α ∈ (0, 1), wα = (1 − α)w1 + αw2 k�� (1)
awof� µα = (1 − α)µ1 + αµ2 SQ��� wα %c SJ �,���

�Z�w�� Sn ��Yt$�of��S�Ia��� (1) o#tQSof µ o

o�$z��zB [mini µi,maxi µi] �S�%'A���%'AX�aw>�% µ, �
B�t�Z,�� SJ S�� (1) SQ�c�"��k��%,�� SJ XS�G	q
S�� (2) SQ��% SJ �Y��$�of��S�I�q� SJ XS�G	q��S
Q�o#a µ��%'AXS��B��<�z�B� 'A�JakSQ%k*%,
��S�G	q��SQ�g� Sn 4tt0%�� SJ ,  c [mini µi,maxi µi] ��k
t0%�ZS'A�t0%YS����B� µl ∈ [mini µi,maxi µi], l = 1, · · · , p, ;:

min
i

µi = µ1 < µ2 < · · · < µp = max
i

µi,
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fP�'A (µl, µl+1) ��ak��'A�S µ SQoct�ZS,�� SJ . %�k
��aw��'A�S µ w�� akSQ%��k SJ XS�G	qS��S (2) S
Q��waw'AS-Y µl � µl+1 w��"�akS�W��3 Markowitz !� Q;
U (corner portfolio), bt,>pSde�

< 82���G	qS
B��U� Sn S���Wlq���"�k�% �
Y ( t µi �)T), �kz�*Su$& (Sn S�����u+p��+), �k"Y
�'(XS$�/�)hSZ* (Sn S�����+p��+). �Z�w��Xrc
SJ �,��SQ akS µ S'A�����G	qS���W/�z SJ X�G	
qS���W����"� k�.z�*�� k�.)*�dc µ �=����
� (1) S� σ �g��S)y σ(µ) S>%23Gk��z�*.�)*.BLd S
[mini µi,maxi µi] XSHJ!)yS23��1HJD�!D�,)L�(�ZVn
,��wa'A [mini µi,maxi µi] XCXroySjgo#�Y��JB S)y σ(µ)
k3t':S�?X r����PN�=��

Mb 2.1 6 Sn ��%lq�I����"S��G	q�F�S���Wlq�
��"�k�% �Y ( t µi �)T), �kt0.z�*.�)*.S&P���
(1) S�

σ(µ) = min
w∈R

n
+, wT e=1, wT µ=µ

(wT V w)1/2,

(wof µ S)y σ � (µ, σ1) ��XS23kqt0.z�*.�)*.&Pd S
HJ!)y23�AdK µ � µmin σw a��h)y23 (�t��W) � (σw, µ)- ��
XB �%t0R'AXSHJ0)yS23�

� �1 �S)*.� Sn �S�ISof��AB�:F)(S
B���'
�������)*.o#cw�.�

�� 2.1 kaw���WdTS�awt��Ww��P�z2�Jt��W>P
��Ya��#LP t µi )T��to#k�$p���Sof�E�
3 S�VsNp�XI�@LaFi�g

� [1] ���b:�(+�=�� (<CBg��):
Mb 3.1 6 Sn � n ��IS�� {1, 2, · · · , n}. r1, r2, · · · , rn ��)kSof��

µi = E[ri], Vij = Cov [ri, rj ], i, j = 1, 2, · · · , n. Sk = {1, 2, · · · , k} ⊂ Sn. ����G	q
S�F��Sk k Sn St���S6o/��F�awO7 i > k,B� ti1, t

i
2, · · · , tik ∈ R

;:2
1. ti1 + ti2 + · · · + tik = 1, ti1µ1 + ti2µ2 + · · · + tikµk = µi,

2. awO7 j ∈ Sk, Vij = ti1V1j + ti2V2j + · · · + tikVkj .
����S�(�a�I�Sof�<j�43kq0�3tAO73��g��

"?lnw�F+p��I
B�%lnwF+p��I
B���S ��,E7�
Xaxw�G	qS�� (2) tQS6��Fk�%*Dj7��d��G	qS��
(1) tQS6��F�*k*Dj7��z2SP���* ��

��(��S6����H,��=(D@��
hm 3.1 6�=*D�Tj7�2

w1 + w2 + · · · + wk′ = 1,

V11w1 + V12w2 + · · · + V1k′wk′ − 1
2
λ1µ1 − 1

2
λ2 = 0,

V21w1 + V22w2 + · · · + V2k′wk′ − 1
2
λ1µ2 − 1

2
λ2 = 0,
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...

Vk′1w1 + Vk′2w2 + · · · + Vk′k′wk′ − 1
2
λ1µk′ − 1

2
λ2 = 0, (6)

Vk′+1,1w1 + Vk′+1,2w2 + · · · + Vk′+1,k′wk′ − 1
2
λ1µk′+1 − 1

2
λ2 ≥ 0,

...

Vk1w1 + Vk2w2 + · · · + Vkk′wk′ − 1
2
λ1µk − 1

2
λ2 ≥ 0,

w1, w2, · · · , wk′ > 0

B�Q (w1, · · · , wk′ , λ1, λ2) ∈ R
k′+2. ��"S>%Q (w1, · · · , wk′ , λ1, λ2) ∈ R

k′+2 �;
:

Vi1w1 + Vi2w2 + · · · + Vik′wk′ − 1
2
λ1µi − 1

2
λ2 ≥ 0 (7)

S6��F�2B� ti1, t
i
2, · · · , tik ∈ R ;:

1. awO7 l > k′, til ≥ 0,
2. ti1 + ti2 + · · · + tik = 1, ti1µ1 + ti2µ2 + · · · + tikµk = µi,

3 awO7 j = 1, · · · , k′, Vij � ti1V1j + ti2V2j + · · · + tikVkj .
� ��� ��nh�g�U��ZS ti1, t

i
2, · · · , tik �B����,�B� (6) S

Q�fP (7) � �����aw i > k, �e R
k′+2 XSR!� A �;:�=�FS

x = (x1, · · · , xk′+1, xk′+2)T ∈ R
k′+2 F&2

xj = t1V1j + t2V2j + · · · + tkVkj + uj − siVij , j = 1, · · · , k′;
xk′+1 = t1µ1 + t2µ2 + · · · + tkµk − siµi;
xk′+2 = t1 + t2 + · · · + tk − si;

t1, · · · , tk′ ∈ R, tk′+1, · · · , tk, u1, · · · , uk′ , si ∈ R+,

u1 + u2 + · · · + uk′ + si ≥ 1.

����oc,� 0 /∈ A. icX�U�B�
t1, · · · , tk′ ∈ R, tk′+1, · · · , tk, u1, · · · , uk′ , si ∈ R+,

u1 + u2 + · · · + uk′ + si ≥ 1,

fP

t1V1j + t2V2j + · · · + tkVkj + uj − siVij = 0, j = 1, · · · , k′;
t1µ1 + t2µ2 + · · · + tkµk − siµi = 0; t1 + t2 + · · · + tk − si = 0;

��K si > 0 a��(Md7/tXrD-S ti1, · · · , tik B��dK si = 0 a�oP
u1, · · · , uk′ �F�?��aawO7 w1, · · · , w′

k > 0, t

k′∑
j=1

k∑
l=1

wjVljtl =
k′∑

j=1

wj(−uj) < 0.
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Jk�<�j�B�;:[ 6 \S w1, · · · , w′
k > 0, da (6) W l + 1 %j7$-HX tl,

�� tj7)@���PN

k′∑
j=1

k∑
l=1

wjVljtl ≥ 0.

��[b�( si = 0 S
B%�# ��g�� 0 /∈ A.
�Z�q!�o/���B� vi = (vi

1, · · · , vi
k′+1, v

i
k′+2)

T ;:
∀x ∈ A, (vi)T x > 0. (8)

A si = 1, t1 = · · · = tk = u1 = · · · = uk′ = 0, ��PN

a = vi
1Vi1 + vi

2Vi2 + · · · + vi
k′Vik′ + vi

k′+1µi + vi
k′+2 < 0. (9)

<�j��A t1 �= 0, t2 = · · · = tk′ = 0, u1 = · · · = uk′ = 0, si = 1, �P
(vi)T x = t1(vi

1V11 + vi
2V12 + · · · + vi

k′V1k′ + vi
k′+1µ1 + vi

k′+2) − a > 0.

J t1 oAOdcy��WK
vi
1V11 + vi

2V12 + · · · + vi
k′V1k′ + vi

k′+1µ1 + vi
k′+2 = 0

a]to#���oP

vi
1Vj1 + vi

2Vj2 + · · · + vi
k′Vjk′ + vi

k′+1µj + vi
k′+2 = 0, j = 1, · · · , k′. (10)

dq tk′+1, · · · , tk � 0, ��ZS\��oLP
vi
1Vj1 + vi

2Vj2 + · · · + vi
k′Vjk′ + vi

k′+1µ1 + vi
k′+2 ≥ 0, j = k′ + 1, · · · , k. (11)

�;�a x ∈ A, A t1 = · · · = tk = 0, u1 � 1, u2 = · · · = uk′ = 0, si = 0, �P vi
1u1 > 0.

�WK vi
1 > 0 a]to#���oP

vi
j > 0, j = 1, · · · , k′.

�k36 vi
1 + · · · + vi

k = 1. wkq (10), (11), *D�Tj7� (6) tQ

w1 = vi
1, · · · , wk′ = vi

k′ , λ1 = −2vi
k′+1, λ2 = −2vi

k′+2.

Jq (9), �Tg (7) �;:�
��� U�B��ZS ti1, t

i
2, · · · , tik ∈ R, q (6) � til SD-o2�

k′∑
j=1

Vijwj − 1
2
λ1µi − 1

2
λ2 ≥

k′∑
j=1

k∑
l=1

til

(
Vljwj − 1

2
λ1µl − 1

2
λ2

)

=
k∑

l=1

til

( k′∑
j=1

Vljwj − 1
2
λ1µl − 1

2
λ2

)
≥ 0,

� (7)  ��
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�^w<C6������! SJ = {j1, · · · , jl} ⊂ Sk � Sk S�W��S PGZ,
k,�=*D�Tj7�tQ (wj1 , · · · , wjl

, λ1, λ2) 2

wj1 + wj2 + · · · + wjl
= 1,

Vj1j1wj1 + Vj1j2wj2 + · · · + Vj1jl
wjl

− 1
2
λ1µj1 −

1
2
λ2 = 0,

Vj2j1wj1 + Vj2j2wj2 + · · · + Vj2jl
wjl

− 1
2
λ1µj2 −

1
2
λ2 = 0,

...

Vjlj1wj1 + Vjlj2wj2 + · · · + Vjljl
wjl

− 1
2
λ1µjl

− 1
2
λ2 = 0,

Vij1wj1 + Vij2wj2 + · · · + Vijl
wjl

− 1
2
λ1µi − 1

2
λ2 ≥ 0, ∀ i ∈ Sk \ SJ ,

wj1 , wj2 , · · · , wjl
> 0.

(12)

�@� 3.1 S�(����c+X�a%�(+�=
hm 3.2 SJ = {j1, · · · , jl} ⊂ Sk � Sk S�W��S* �S6��F�2�B�

t1, · · · , tk ∈ R, fP
1. awO7 l ∈ Sk \ SJ , tl � 0,
2. ti1 + ti2 + · · · + tik = 0, ti1µ1 + ti2µ2 + · · · + tikµk = 0,
3. aw*% j ∈ SJ , ti1V1j + ti2V2j + · · · + tikVkj < 0.
�Z�c&St(* �SHr�oAH�n��6��FwHr�
Mb 3.2 6 Sn � n ��IS�� {1, 2, · · · , n}. r1, r2, · · · , rn ��)kSof��

µi = E[ri], Vij = Cov [ri, rj ], i, j = 1, 2, · · · , n. Sk = {1, 2, · · · , k} ⊂ Sn. �����G	
qS�F�� Sk k Sn S�$p���S6o/��F�

i) max
1�i�k

µi = max
1�i�n

µi, min
1�i�k

µi = min
1�i�n

µi.

ii) aw Sk SO7�W��S* � SJ ⊂ Sk �O7 i > k,B� tiJ1, t
i
J2, · · · , tiJk ∈ R

;:
1. awO7 l /∈ SJ , tiJl � 0,
2. tiJ1 + tiJ2 + · · · + tiJk = 1, tiJ1µ1 + tiJ2µ2 + · · · + tiJkµk = µi,

3. awO7 j ∈ SJ , Vij � tiJ1V1j + tiJ2V2j + · · · + tiJkVkj .
� ��� 6 Sk k Sn S�$p������ i) (Mk/�S�q� Sk % S

���W�o#[ Sn S���W��a� Sk S>%�W�����k Sn S�W�
��6 SJ ⊂ Sk � Sk S�%* ���k6 SJ = Sk′ = {1, · · · , k′}, �H36 µ1 �= µ2.
��K

w1 + w2 + · · · + wk′ = 1,

V11w1 + V12w2 + · · · + V1k′wk′ − 1
2
λ1µ1 − 1

2
λ2 = 0,

V21w1 + V22w2 + · · · + V2k′wk′ − 1
2
λ1µ2 − 1

2
λ2 = 0,

...

Vk′1w1 + Vk′2w2 + · · · + Vk′k′wk′ − 1
2
λ1µk′ − 1

2
λ2 = 0,

Vk′+1,1w1 + Vk′+1,2w2 + · · · + Vk′+1,k′wk′ − 1
2
λ1µk′+1 − 1

2
λ2 � 0,
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...

Vk1w1 + Vk2w2 + · · · + Vkk′wk′ − 1
2
λ1µk − 1

2
λ2 � 0,

w1, w2, · · · , wk′ > 0

tQ� (w1, · · · , wk′ , λ1, λ2) ∈ R
k′+2 a���B� λ′

1, λ
′
2 ∈ R, fP

w1 + w2 + · · · + wk′ = 1,

V11w1 + V12w2 + · · · + V1k′wk′ − 1
2
λ′

1µ1 − 1
2
λ′

2 = 0,

V21w1 + V22w2 + · · · + V2k′wk′ − 1
2
λ′

1µ2 − 1
2
λ′

2 = 0,

...

Vk′1w1 + Vk′2w2 + · · · + Vk′k′wk′ − 1
2
λ′

1µk′ − 1
2
λ′

2 = 0,

Vk′+1,1w1 + Vk′+1,2w2 + · · · + Vk′+1,k′wk′ − 1
2
λ′

1µk′+1 − 1
2
λ′

2 � 0,

...

Vk1w1 + Vk2w2 + · · · + Vkk′wk′ − 1
2
λ′

1µk − 1
2
λ′

2 � 0,

Vi1w1 + Vi2w2 + · · · + Vik′wk′ − 1
2
λ′

1µk − 1
2
λ′

2 � 0, i > k,

w1, w2, · · · , wk′ > 0.

q µ1 �= µ2 �We`W%j7���oP λk′
1 = λ′

1, λk′
2 = λ′

2, ��(q (6) oL� (7).
g��q@� 3.1 LP ii)  ��U� Sk′ � t�ISof�Tw µ0, ��K µi = µ0

a�O7��

w1 + w2 + · · · + wk′ = 1,

V11w1 + V12w2 + · · · + V1k′wk′ − 1
2
λ = 0,

V21w1 + V22w2 + · · · + V2k′wk′ − 1
2
λ = 0, (13)

...

Vk′1w1 + Vk′2w2 + · · · + Vk′k′wk′ − 1
2
λ = 0,

w1, w2, · · · , wk′ > 0 (14)

SQ (w1, · · · , wk′ , λ) ∈ R
k′+1 A���

min σ2
w =

k′∑
l,j=1

Vljwlwj

s.t. w1 + w2 + · · · + wk′ = 1,
wl � 0, i = 1, 2, · · · , k′

(15)
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SQ%��k

min σ2
w =

k′∑
l,j=1

(Vljwlwj + Vijwiwj)

s.t. w1 + w2 + · · · + wk′ + wi = 1,
wl � 0, i = 1, 2, · · · , k′

(16)

SQ�q�'z Sk k Sn S�$p���[b�Ad.t
Vi1w1 + Vi2w2 + · · · + Vik′wk′ − 1

2
λ � 0.

�Zkn@� 3.1, oPawA tik′+1 = · · · = tik = 0 ()KwawO7 j ∈ Sk \ SJ ,
tij = 0) S ii)  ��U� µi �= µ0, ����.#1N λ1, fPawO7;: (13) S
(w1, · · · , wk′ , λ) ∈ R

k′+1, %;:
Vi1w1 + Vi2w2 + · · · + Vik′wk′ − 1

2
λ1(µi − µ0) − 1

2
λ � 0.

g��AlK�H��Zokn@� 3.1, fPawA tik′+1 = · · · = tik = 0 S ii)  ��
� AcX�(�oj��qw “Sk k Sn S�$p���” ���F�@� 3.1 S

36��-���c+Xoc,�� ii) �oaO7 j ∈ Sk \ SJ , A tij = 0.
��� z@� 3.1 S�(��Z��U� ii)  ����awO7;: (12) S

(wj1 , · · · , wjl
, λ1, λ2) � i > k, ��%;:

Vij1wj1 + Vij2wj2 + · · · + Vijl
wjl

− 1
2
λ1µi − 1

2
λ2 � 0.

g�� Sk S>%�W�����%k Sn S�W���*@X�F i), o2 Sk k Sn S
�$p����

nd ;:�F i) S Sk k Sn S (��G	q) S�$p���S6o�F�aw
O7 i > k, B� ti1, t

i
2, · · · , tik � 0 ;:

1. ti1 + ti2 + · · · + tik = 1, ti1µ1 + ti2µ2 + · · · + tikµk = µi,

2. awO7 j = 1, · · · , k, Vij � ti1V1j + ti2V2j + · · · + tikVkj .
��\��BgXz�� 3.1 ��LY�N�2=oc]��1S"6o##vX

�"6o/�#�Jk\��S�F�k/�S�icX�n�ZSjgoc�(�=
P�2\��S�FT�w�B� (w1, · · · , wk, λ1, λ2) k�=*D�Tj7�SQ2

w1 + w2 + · · · + wk = 1,

V11w1 + V12w2 + · · · + V1kwk − 1
2
λ1µ1 − 1

2
λ2 � 0,

V21w1 + V22w2 + · · · + V2kwk − 1
2
λ1µ2 − 1

2
λ2 � 0,

...

Vk1w1 + Vk2w2 + · · · + Vkkwk − 1
2
λ1µk − 1

2
λ2 � 0,

w1, w2, · · · , wk > 0,

Vi1w1 + Vi2w2 + · · · + Vikwk − 1
2
λ1µi − 1

2
λ2 < 0, ∀ i > k.
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�ZS<CBgz Farkas h� (,j [10]) lnLY�c+X���S6�@� 3.1 �
k Farkas h�S�%\O�A��<CBg������ocj�\��S�F�;
�o#� “Sk k Sn S (��G	q) S�$p���S/��F”.

n�ZS\����%o2O��=�F?�k/��F%�k6o�F2awO
7 i > k, B� ti1, t

i
2, · · · , tik ∈ R ;:

1. ti1 + ti2 + · · · + tik = 1, ti1µ1 + ti2µ2 + · · · + tikµk = µi,

2. awO7 j = 1, · · · , k, Vij � ti1V1j + ti2V2j + · · · + tikVkj .
icX�"T�w2�B� (w1, · · · , wk, λ1, λ2) k�=*D�Tj7�SQ2

w1 + w2 + · · · + wk = 1,

V11w1 + V12w2 + · · · + V1kwk − 1
2
λ1µ1 − 1

2
λ2 = 0,

V21w1 + V22w2 + · · · + V2kwk − 1
2
λ1µ2 − 1

2
λ2 = 0,

...

Vk1w1 + Vk2w2 + · · · + Vkkwk − 1
2
λ1µk − 1

2
λ2 = 0,

Vi1w1 + Vi2w2 + · · · + Vikwk − 1
2
λ1µi − 1

2
λ2 < 0, ∀ i > k,

w1, w2, · · · , wk � 0.

g��"k" Sk S�G	qS���W-�w� Sk X�G	q�� Sn X��G	q
S���W#S6��F��%�K Sk k Sn SY�S��G	qS�W��S* 
�a�"%k" Sk � Sn S��G	qSt���#S6��F�
4 S��u�XI�@La

X�MPNS�kt( Sk k Sn S�$p���SP�����G	qS
B��
�ZSP�awt����* �����w$%�I�St��W�\���d7/
"�S���W�\�

�=��S�(z�� 3.2 S�(��Z���* �S�ez��z2�
Mb 4.1 6 Sn � n��IS�� {1, 2, · · · , n}. r1, r2, · · · , rn ��)kSof��

µi = E[ri], Vij = Cov [ri, rj ], i, j = 1, 2, · · · , n. Sk = {1, 2, · · · , k} ⊂ Sn. �����G	
qS�F�� Sk k Sn St���S6o/��F�

i) max
1�i�k

µi = max
1�i�n

µi, µk
min σw

= µn
min σw

.

ii) aw Sk SO7t���S* � SJ ⊂ Sk �O7 i > k, B� tiJ1, t
i
J2, · · · , tiJk ;

:
1. awO7 l /∈ SJ , tiJl � 0,
2. tiJ1 + tiJ2 + · · · + tiJk = 1, tiJ1µ1 + tiJ2µ2 + · · · + tiJkµk = µi,

3. awO7;: µj � µn
min σw

S j ∈ SJ , Vij � tiJ1V1j + tiJ2V2j + · · · + tiJkVkj .
� ��S
Bz�$p���
BS����wc+�%�Tg2

wj1µj1 + wj2µj2 + · · · + wjl
µjl

� µn
min σw

,

"%ov^�

wj1(µj1 − µn
min σw

) + wj2(µj2 − µn
min σw

) + · · · + wjl
(µjl

− µn
min σw

) � 0.
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Ad�/�D�(��n�ZSjg�oc�P2
awO7XrS�I� SJ ⊂ Sk �O7 i > k, B� tiJ0, t

i
J1, t

i
J2, · · · , tiJk ;:

1. tiJ0 � 0, awO7 l /∈ SJ , tiJl � 0,
2. tiJ1 + tiJ2 + · · · + tiJk = 1, tiJ1µ1 + tiJ2µ2 + · · · + tiJkµk = µi,

3. awO7 j ∈ SJ , Vij � tiJ0(µj − µn
min σw

) + tiJ1V1j + tiJ2V2j + · · · + tiJkVkj .

JkK µj < µn
min σw

a���.oA:[ES tiJ0 f���F;:�d� µj � µn
min σw

a���v.oA tiJ0 = 0. g�����S�F ii) S/�DP���x&oS�(�
�k(M��kz8w�Z�

nd 6$��ISof�o:� r1 � r2. ��We��I�v�W���IS
��G	qS"t��W#S6��F�� E[r2] < E[r1], � 

E[r2] = E[r1], Cov [r1, r2] � Var[r1].

��G	qS
B���1S�T6�Gv�T6�q�oj�$�
BSx�
��

�� 4.1 �oc\ON��;S
B����6

[µa, µb] ⊂
[

min
1�i�n

µi, max
1�i�n

µi

]
.

��! Sk � Sn S [µa, µb]-WtOq�Z, k, Sk S���Wz Sn S���W�of
'A [µa, µb] X�\�n�ZSjg�����oc�(�=���

Mb 4.2 6 Sn � n ��IS�� {1, 2, · · · , n}. r1, r2, · · · , rn ��)kSof��
µi = E[ri], Vij = Cov [ri, rj ], i, j = 1, 2, · · · , n. Sk = {1, 2, · · · , k} ⊂ Sn. �����G	
qS�F�� Sk k Sn S [µa, µb]- �$p���S6o/��F�

i) max
1�i�k

µi � µb, min
1�i�k

µi � µa.

ii) aw Sk SO7 [µa, µb]- �$p���S* � SJ ⊂ Sk �O7 i > k, B�
tiJ1, t

i
J2, · · · , tiJk ;:
1. awO7 l /∈ SJ , tiJl � 0,
2. tiJ1 + tiJ2 + · · · + tiJk = 1, tiJ1µ1 + tiJ2µ2 + · · · + tiJkµk = µi,

3. awO7;: µj ∈ [µa, µb] S j ∈ SJ , Vij � tiJ1V1j + tiJ2V2j + · · · + tiJkVkj .

5 CAPMxLa
��� 3.1 ze�So/��P�"w���� [1] ��PN�=tBSP�2
Mb 5.1 6 Sn � n ��IS�� {1, 2, · · · , n}, �� wp � wq o:kg� — j

���M��� (1) aw��of� µ � µp � µq SQ��� µp �= µq. "� akS
of�o:k rwp � rwq . ��O7of�� r′ S�I u �v� Sn St��WS6o
/��F�B� w ∈ R, fP

E[r′] = (1 − w)E[rwp ] + wE[rwq ], (17){
Cov [r′, rwp ] = (1 − w)Var [rwp ] + wCov [rwp , rwq ]
Cov [r′, rwq ] = (1 − w)Cov [rwp , rwq ] + wVar [rwq ].

(18)

>:k�U� Cov [rwp , rwq ] = 0, ��of�� r′ S�I u �v� Sn St��WS6
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o/��F��="? β CAPM # �2

E[r′] − E[rwq ] = β′
r′q

(
E[rwp ] − E[rwq ]

)
,

β′
r′q = Cov [r′, rwp ]/Var [rwp ] = 1 − Cov [r′, rwq ]/Var [rwq ].

U�of��ny µ0 S+p��+zof�� rm Sp��+�� Sn St����
��6��F��= CAPM  �

E[r′] − µ0 = β′
r′m

(
E[rm] − µ0

)
, β′

r′m = Cov [r′, rm]/Var [rm].

z2SP�aw��G	qS
Bk� �S���Jkg�e�S���* 
��]��e�S��PM �a��P�%�*)��icX�q�� 3.3, ��t�
=��2

Mb 5.2 6 S2 � 2 ��IS�� {1, 2}, "� akSof�o:k r1 � r2, �
E[r1] �= E[r2]. ��O7of�� r S�I u ���G	qS�F��v� S2 S��
�WS6o/��F�B� w ∈ [0, 1], fP

E[r] = (1 − w)E[r1] + wE[r2], (19){
Cov [r, r1] � (1 − w)Var [r1] + wCov [r1, r2]
Cov [r, r2] � (1 − w)Cov [r1, r2] + wVar [r2].

>:k�U� Cov [r1, r2] = 0, ��of�� r S�I u ���G	qS�F��v�
S2 S�$p��WS6o/��F��=^"? β CAPM # �2

E[r] − E[r2] = βr2

(
E[r1] − E[r2]

)
,

max
{
0, 1 − Cov [r, r2]/Var[r2]

}
� βr2 � min

{
1,Cov [r, r1]/Var[r1]

}
.

U� S2 ���of��ny µ0 S+p��+zof�� rm Sp��+���)kS
6��F��="^ CAPM # �

E[r] − µ0 = βrm

(
E[rm] − µ0

)
, 0 � βrm � min

{
1,Cov [r, rm]/Var[rm]

}
.

KM����14k��� 5.1 z�� 5.2 S�JdT�d�� CAPM aw��G
	qS
B�;�* ��aw�;g\r]�S CAPM (,j [11]), rm �m���S
of��dm���d7/>��I�t0D�S����m����t���a��
G	qz��G	q�F�St���Gk�ZS��a CAPM �3t':�Md�
�;g\r]�S CAPM k��]_����1S��(M�tc+de�c+^_
CAPM a�nnnm�,ywH`m����dm�,y��el�� t�ISm
�������
s��XrP�(Maw��G	qS�Im�Sos�tde�

aw��G	qS�I��w�����S�ke�S���* ��0U���
�WeM� ,�S�Z����G	qS
B���p� — of��X����W
�;GqVx.z�*.�)*.� ��a��_So#� n ��IG�k"`H�
�#�c�>%���W�]�t��WG��9% n �"�S#w% ��aS"^
CAPM#���s^�Jk�� 5.1tZAde��;S Sn S���WoqVx`H�
�wd��d>���I�>����S��of��*$%)eS`H��S��
of�A�wk���I���z�$%)e`H���AS(#�U��� 5.1 � 
�S�Z���P�th���a��G	qS�Im��kuxa��ofwo��
��>����t={S^ CAPM. �ZS�{jw�PX�8S2�
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EFFICIENT SUBSET FOR PORTFOLIO
SELECTION WITHOUT SHORT SELLING

Shi Shuzhong

(Department of Finance, Guanghua School of Management, Peking University, Beijing 100871)

Yang Jie

(Nankai Institute of Mathematics, Tianjin 300071)

Abstract An efficient subset for portfolio selection means that it may replace the orig-
inal security set to generate the Markowitz portfolio efficient frontier. This paper gives a
necessary and sufficient condition for a subset to be efficient without short selling.

Key words Markowitz portfolio selection theory, short selling, mean-variance analysis,
efficient portfolio frontier, efficient subset


