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摘　要　本文通过引入证券价格, 讨论一般证券集组合前沿的分类, 并据此直接证明判定某个证券子集是全

集的有效子集的一个充要条件Λ
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1. 引言

在前一篇文章 [ 9 ]里, 我们引入了证券组合选择的有效子集的概念, 目的是使在进行

M arkow itz 均值2方差型证券组合选择时, 只需在全体证券的一个子集 (即我们所说的“有效子

集”) 中进行选择Λ 有关M arkow itz 组合选择理论可参见 Con stan t in ides & M allia ris [ 1 ]、

H hang & L itzenberger [2 ]、Jarrow [4 ]等Λ 在证券允许卖空时, 有效子集定义如下:

记 S n 是 n 种证券的集合, 这 n 种证券的收益率存在, 且被认为是方差有限的随机变量, 分

别用 r1, r2, ⋯, rn 表示; S k 为其中 k (k≤n) 种证券的子集, 不妨设其收益率就对应 r1, ⋯, rk , 称

S k 是 S n 的有效子集是指:

任给 (w 1,w 2, ⋯,w n) T ∈R
n,w 1+ w 2+ ⋯+ w n = 1, 存在 (w ′

1, ⋯w
′
k ) T ∈R

k , w
′
1+ ⋯+ w

′
k = 1,

使得

E [w 1 r1 + w 2 r2 + ⋯ + w n rn ] ≤ E [w ′
1 r1 + ⋯ + w ′

k rk ],

V ar[w 1 r1 + w 2 r2 + ⋯w n rn ] ≥V ar[w ′
1 r1 + ⋯ + w ′

k rk ].

　　这里 E [· ]表示随机变量的期望,V ar[· ]表示随机变量的方差Λ
在文章[9 ]中, 我们利用L agrange 乘子, 导出了判定有效子集的一个矩阵形式的充要条件,

进而联系无套利假设推导出一个利用证券价格表述的判定条件Λ后者具有明显的经济意义Λ在本

文中, 我们将从证券价格出发, 直接证明该判定条件 (第四节) , 进一步揭示其经济意义Λ作为证明

的先导, 本文还给出一般证券集的组合前沿的分类, 突出套利组合在生成组合前沿时的作用 (第

三节) Λ 同文章[9 ]相同, 本文假定证券允许卖空, 但不假定传统组合分析理论中收益率协方差矩

阵的正定性Λ同时, 还通过引入证券价格 (第二节) , 把传统理论框架所忽视的一些情形包含进来Λ

2. 证券价格与无风险组合

先引入一些本文通用的记号Λ记 S n 为 n 种证券的集合Ζ 对证券作出编号, 那么 S n 就是编
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号的集合{1, 2, ⋯, n}Λ 除非特别声明, 本文假定这 n 种证券的收益率存在且为方差有限的随

机变量, 它们分别以 r1, r2, , rn 表示Λ 记

Λi = E [ r i ], i = 1, 2, ⋯, n; 　V = (Cov[ r i, r j ]) i, j = 1, 2, ⋯n.

这里Cov [·, · ]表示协方差Ζ 本文假定证券许卖空Ζ 这样,M a rkow itz 的均值2方差型组合选

择问题就可表示为

m in　Ρ2
w ∶ = w TV w

s. t. 　w = (w 1, ⋯,w b) T ∈R n

　 　w 1 + w 2 + ⋯ + w n = 1

　 　w 1Λ1 + Ξ2Λ2 + ⋯ + w nΛn = Λθ

(1)

这里 Λθ∈R 为预先设定的期望收益率水平Λ
证券或其组合的收益率定义为 r= (P 1- P 0) ö(P 0) , 这里 P 0 为证券或其组合当前时点的价

格, P 1 为其未来时点的价格, 隐含条件为 P 0≠0Λ 更确切地说, P 1 应该是“未来收益”, 其中包括

未来价格以及分红派息之类的其他收益Λ 但为了便于行文, 仍称为未来价格Λ 于是, 我们可以

引入证券的价格, 把对证券收益率的讨论转为对证券价格的讨论Λ 具体如下: 假设有“当前”和

“未来”两个时刻, 当前是确定的, 但未来是不确定的; 市场上 n 种证券的当前价格是 n 个常数,

分别记为 p 1, ⋯, p n; 一般假定它们非零Λ 未来价格是 n 个方差有限的随机变量, 分别用 x1, x2,

⋯xn 来表示Λ 由收益率的定义知, ri= (x i- p i) öp iΛ 这 n 种证券的投资组合可用 n 维向量 Η=

(Η1, Η2, ⋯, Ηn) T∈Rn　来表示, 该组合的未来价格 xΗ= 2 n
i= 1Ηix i, 当前价格 p Η= 2 n

i= 1Ηip iΛ 这里我们

仅假定组合的价格由其组成部分的价格来决定, 但不要求未来价格与当前价格之间有函数关

系Λ因此, 它比通常的无套利假设 (参看例如 J a rrow [4 ])要弱得多Λ当 2 n
i= 1Ηip i≠0 时, 该投资组

合的收益率

rΗ =
x Η - p Η

p Η
=

Η1x 1 + ⋯ + Ηnx n - (Η1p 1 + ⋯ + Ηnp n)
Η1p 1 + ⋯ + Ηnp n

= w 1 r1 + ⋯ + w n rn

其中w i= Ηip iö(Η1p 1+ ⋯+ Ηnp n) , i= 1, 2, ⋯, nΛ注意到上式中的分母是该证券组合的当前价格,

故w i 即组合中第 i 种证券的当前价值在总价值中所占的比例Λ 于是有w 1+ w 2+ ⋯+ w n= 1Λ
这自然满足M a rkow itz 理论的要求Λ不妨称w = (w 1, ⋯,w n) T∈Rn为“收益率组合”, 以区别前

面定义的证券组合Λ 由此我们可以建立从证券组合集合

{ (Η1, ⋯, Ηn) T ∈R nûΗ1p 1 + ⋯ + Ηnp n ≠ 0}

到收益率组合集合

{ (w 1, ⋯w n) T ∈R nûw 1 + ⋯ + w n = 1}

的满射Λ 这样就可将M a rkow itz 理论中对组合收益率的讨论转为对组合未来价格的讨论Λ
若记U = (Cov [x i, x j ]) i, j= 1, 2, ⋯, n , 由

Cov[ r i, r j ] =
Cov[x i - p i, x j - p j ]

p ip j
=

Cov[x i, x j ]
p ip j

=
Cov[x i, x j ]

p ip j
(2)

可得ûV û= ûU ûö0 n
i= 1p 2

i , 这里û·û表示矩阵的行列式Λ 于是V 正定等价于U 正定Λ 这样, 在证

券收益率均存在的情况下, 收益率协方差矩阵V 正定与未来价格协方差矩阵U 正定是等价

的Λ
如果收益率协方差矩阵V 非正定, 则必存在非零 n 维向量 Α= (Α1, Α2, ⋯, Αn ) T∈R n, 使得
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ΑTV Α= V a r [2 n
i= 1Αiri ]= 0Λ这里可能存在两种情况: 1) 2 n

i= 1Αi≠0; 这时, 令wϖi= Αiö2 n
i= 1Αi, i= 1, ⋯,

nΛ那么 2 n
i= 1wϖi= 1, 从而 2 n

i= 1wϖiri 是方差 (风险)为零的收益率组合wϖ= (wϖ1, ⋯,wϖn) T 的收益率Λ

这种组合是所谓无风险收益率组合Λ 2) 2 n
i= 1Αi= 0; 这时就不能如上形成一个无风险收益率组

合Λ但是如果用未来价格协方差矩阵U 来考虑, 我们仍能发现它意味着某种特殊组合的存在Λ
事实上, 由 (2)可得

V ar 6
n

i= 1
Αi ri = V ar 6

n

i= 1

Αi

p i
x i = 0.

令 Βi= Αiöp i, i= 1, ⋯, n. 那么有

6
n

i= 1
Βip i = 0, 　V ar 6

n

i= 1
Βix i = 0.

这就是说用 n 维向量 Β= (Β1, ⋯, Βn) T 表示的对未来价格而言的证券组合, 其当前价格为零, 未

来价格的方差为零Λ这种证券组合的收益率无法定义Λ尤其是在未来价格非零的情况下, 它其

实是一种套利组合, 因为它可以通过不花费用的买入或卖空而在未来肯定获得Λ用同样的方法

讨论前一种情况, 我们容易看到, 前一种情形相当于当前价格非零, 未来价格方差为零的情形Λ
为了叙述方便, 我们给出下列定义Λ

定义 211　称一种组合 (或证券本身)为无风险组合 (或证券) , 是指其未来价格方差为零Λ
定义 212　称无风险组合 ΗÉ = (ΗÉ

1 , ⋯, ΗÉ
n ) T ∈R n为 I 型组合, 是指其当前价格为零, 即

2 n
i= 1ΗI

i p i= 0, 但其未来价格为非零定常数; 称无风险组合 ΗÊ = (ΗÊ
1 , ⋯, ΗÊ

n ) T ∈R
n为Ê 型组合,

是指其当前价格非零, 即 2 n
i= 1ΗÊ

i p i≠0.

定义 211 中的无风险组合比前面提到的“无风险收益率组合”的概念要广Ζ 无风险收益率

组合只相当于这里的Ê 型组合, 但目前的无风险组合, 除了包括É 型组合外, 还包括当前价格

为零, 未来价格也为零 (定常数)的“零组合”Ζ对于一个证券集 S n 来说, 如果其收益率或未来价

格的协方差矩阵非正定, 那么它等价于存在无风险组合Ζ 但是这时有四种可能: 或者只有É 型

组合; 或者只有Ê 型组合; 或者两者都存在; 或者两者都不存在Ζ 最后一种情形意味着只存在

“零组合”Ζ 这些将成为我们以下对一般证券集的组合前沿分类的判据Ζ

3. 一般证券集组合前沿的分类

对于任意给定的期望收益率水平 Λθ, 投资优化问题 (1) 的最优解显然都是存在的Ζ 最优解

所对应的投资组合收益率的标准差和均值在标准差2均值平面 (以后简称 Ρ2Λ平面) 上对应一

个点Ζ 所有这种点组成的点集在组合选择理论中被称为组合前沿ΖΖ
容易知道, 在允许卖空证券的情形, 我们对于有效子集的定义就等价于“子集的组合前沿

恒同于全集的组合前沿”Ζ
传统的M arkow itz 组合分析理论关于组合前沿的结果可以总结发下:

引理 3. 1　当{Λi} i= 1, ⋯, n不全相等并且收益率协方差矩阵V 正定时, 证券集的组合前沿在 Ρ2
Λ平面上为某双面线的右半支 (见下图情形五) , 它与 Λ轴无公共点; 当再附加一种收益率为定常

数的无风险证券时, 组合前沿在 Ρ2Λ平面上为两条共端点但不重合的射线 (见下图情形六) , 其公

共端点在 Λ轴上, 斜率存在且仅相差一个负号, 即它们关于一条平行于 Ρ轴的直线对称Ζ
借助于前面引进的证券价格, 我们下面可以考察任意证券集的组合前沿的形状分类Ζ先给出
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以下引理Ζ
引理 3. 2　假设有 k + 1 种证券Ζ如果第 k+ 1 种证券的当前价格和未来价格可以被前 k 种

证券的当前价格和未来价格线性表示, 即存在 Η(k ) = (Η(k )
1 , ⋯, Η(k )

k ) T ∈R
k, 使得

p k+ 1 = 6
k

i= 1
Η(k)

i p i; 　x k+ 1 = 6
k

i= 1
Η(k)

i x i, 　a. e. P.

这里 a. e. P 指依概率相等, 那么所有这 k + 1 种证券的组合前沿等同于前 k 种证券的组合前

沿Ζ
注: 第 k+ 1 种证券可称之为相对于前 k 种证券的冗余证券Ζ 这一结果并不需要假定证券

的当前价格非零Ζ
证明　只需指出, 任给 Ηk+ 1= (Ηk+ 1

1 , ⋯, Ηk+ 1
k+ 1) T ∈R

k+ 1, 　2 k+ 1
i= 1 Ηk+ 1

i p i≠0, 一定存在 Ηk = (Ηk
1, ⋯,

Ηk
k ) T ∈R

k, 满足 2 k
i= 1Ηk

i p i≠0, 并使得组合 Ηk+ 1与 Ηk 的收益率依概率相等Ζ

事实上, 任给 Ηk+ 1= (Ηk+ 1
1 , ⋯, Ηk+ 1

k+ 1) T ∈R
k+ 1, 　2 k+ 1

i= 1 Ηk+ 1
i p i≠0, 令 Ηk

i = Ηk+ 1
i + Ηk+ 1

k+ 1Η(k)
i , i= 1, ⋯,

kΖ 于是

6
k

i= 1
Ηk

i p i = 6
k

i= 1
Ηk+ 1

i p i + Ηk+ 1
k+ 16

k

i= 1
Η(k )

i p i = 6
k+ 1

i= 1
Ηk+ 1

i p i ≠ 0;

6
k

i= 1
Ηk

i x i = 6
k

i= 1
Ηk+ 1

i x i + Ηk+ 1
k+ 16

k

i= 1
Η(k )

i x i = 6
k+ 1

i= 1
Ηk+ 1

i x i, a. e. P.

这样组合 Ηk+ 1与 Ηk 的收益率依概率相等Ζ
下面我们可以给出一般证券集组合前沿的分类定理Ζ
定理 313　如果对一般的证券集 S n , 仅假定证券的当前价格均不为零, 从而其收益率都存

在, 那么 S n 的组合前沿在 Ρ2Λ平面上有且仅有以下六种类型:

1)在所有证券的期望收益率均相等且不存在Ê 型组合时, 组合前沿退化为一个点 (例如图

中情形一的A 点) , 该点位于 Λ轴右方, 但不在 Λ轴上;

2) 在所有证券的期望收益率均相等且存在Ê 型组合时, 组合前沿退化为 Λ轴上的一个点

(例如图中情形二的B 点) ;

(以下四种情形, 均假定证券集的期望收益率不全相等Ζ)

3) 在存在É 型组合、但不存在Ê 型组合时, 组合前沿为一条平行而不重合于 Λ轴的直线

(见图中情形三) , 且在 Λ轴右方;

4)在既存在É 型组合、也存在Ê 型组合时, 组合前沿为 Λ轴 (见图中情形四) ;

5) 在既不存在É 型组合、也不存在Ê 型组合时, 组合前沿为某双曲线的右半支 (见图中情

形五) , 该曲线位于 Λ轴右方, 且与 Λ轴无公共点;

6) 在不存在É 型组合、但存在Ê 型组合时, 组合前沿为 Λ轴右方的两条共端点但不重合

的射线, 其公共端点在 Λ轴上, 斜率存在且仅相差一个负号 (见图中情形六) Ζ
证明　当存在一个常数 Λ0∈R , 使得 Λi= Λ0, i= 1, ⋯, n 时, 容易知道, 任意当前价格不为

零的证券组合的期望收益率也等于 Λ0Ζ 不难验证, 这时不可能存在É 型组合Ζ 于是, 若存在Ê
型组合, 组合前沿在 Ρ2Λ平面上的图示就是 Λ轴上的一个点 (如图中情形二所示) ; 若不存在Ê
型组合, 组合前沿的图示就是 Λ轴右方的一个点且不在 Λ轴上 (如图中情形一所示) Ζ

以下均假定{Λi} i= 1, ⋯, n不全相等, 分四种情况讨论Ζ
(1)既不存在É 型组合, 也不存在Ê 型组合 (或证券) Ζ
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图　组合前沿在 Ρ2Λ平面上的分类

若U 正定, 则V 正定, 由引理 311 知, 组合前沿就如图中情形五所示; 若U 非正定, 从而存

在某个非零组合 Η= (Η1, ⋯, Ηn) T ∈R
n, 使得V ar[2 n

i= 1Ηix i ]= 0Ζ 即它是无风险组合Ζ 于是存在某

种证券, 不妨就设是第 n 种证券, 以及常数 cn 及组合 Ηn- 1= (Ηn- 1
1 , ⋯, Ηn- 1

n- 1) T ∈R
n- 1　, 使得

x n = cn + Ηn- 1
1 x 1 + ⋯ + Ηn- 1

n- 1x n- 1, a. e. P ,

记常数 an= p n- 2 n- 1
i= 1 Ηn- 1

i p i, 于是组合 (- Ηn- 1
1 , ⋯, - Ηn- 1

n- 1, 1) T 的当前价格为 an , 未来价格为 cnΖ

但是由于此时既不存在É 型组合, 也不存在Ê 型组合, 故一定有 an= cn= 0Ζ 由引理 312 知, 此

时将第 n 种证券去掉并不改变证券集的组合前沿Ζ 由此, 我们可以逐一去掉导致U 不正定的

冗余证券, 而不改变证券集的组合前沿Ζ由于{Λi} i= 1, ⋯, n 不全相等, 这种去除过程会在剩余

两种以上证券时中止, 此时剩余证券的协方差矩阵正定Ζ于是这种情形可最终归结为引理 311
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的第一种情形, 即组合前沿如图中情形五所示Ζ
(2)存在Ê 型组合, 但不存在É 型组合Ζ
这意味着如果存在两种以上不同的Ê 型组合, 那么它们相互之间有比例关系; 否则, 由两

种互间不成比例的Ê 型组合可以张成一种É 型组合Ζ 此时我们把一种Ê 型组合视为一种证券

n+ 1, 并添加到证券集中Ζ 这一证券是一种收益率有限的无风险证券Ζ 由引理 312 知, 这样做

并不改变组合前沿Ζ 记新证集为 S
′
nΖ 由于存在Ê 型组合, S n 的协方差矩阵一定非正定Ζ 所以,

S n 中存在一种证券, 不妨仍设为是第 n 种证券, 与上面一样讨论, 得到类似的

x n = cn + Ηn- 1
1 x 1 + ⋯ + Ηn- 1

n- 1x n- 1, 　a. e. P ,

an= p n- 2 n- 1
i= 1 Ηn- 1

i p i, 于是组合 (- Ηn- 1
1 , ⋯, - Ηn- 1

n- 1, 1) T 的当前价格为 an , 未来价格为 cnΖ 如果这

里的 an 与 cn 仍然都为零, 那么它仍然是 S n 的冗余证券Ζ 但是现在它们可以不为零Ζ 这时当前

价格为 an≠0、未来价格为 cn 的证券组合将是某种Ê 型组合的常数倍, 尤其是第 n+ 1 种证券

的常数倍Ζ因此, 这第 n 种证券将是 S
′
n 中的冗余证券, 仍可以去除而不改变组合前沿Ζ依此类

推, 我们可以不断在 S n 中去除对 S
′
n 而言的冗余证券, 直到 S n 中余下的证券的协方差矩阵正

定Ζ 于是本情形可以归结为引理 311 中的第二种情形, 即本情形对应于图中的情形六Ζ
(3)既存在Ê 型组合, 也存在É 型组合Ζ
注意到一种Ê 型组合与一定比例的É 型组合再组合可以得到任意收益率的无风险组合,

因此组合前沿的形状就如图中情形四那样, 即 Λ轴Ζ
(4)存在É 型组合, 但不存在Ê 型组合Ζ
注意到, 存在É 型组合意味着存在一种当前价格为零, 未来价格为定常数 1 的证券组合

ΗI , 而任何其他的É 型组合都可以认为是该证券组合的常数倍, 因此我们可以依照 (2) 的方法,

把组合 ΗI 加入到证券集中, 利用去除过程可以在不改变组合前沿的前提下, 使得剩余的非 ΗI

的证券的协方差矩阵正定, 从而在这些证券构成的组合中存在收益率方差最小 (且不为零) 的

组合Ζ记该最小方差组合为 Η(4) , 其未来价格的方差与当前价格当然都不为零Ζ容易知道 Η(4) +

ΚΗÉ (Κ为任意常数)的当前价格即为组合 Η(4)的当前价格, 其未来价格方差也就是 Η(4) 未来价格

的方差, 但其未来价格的均值较 Η(4) 增加了 ΚΖ 由 Κ的任意性, 新组合的收益率可在方差不变的

前提下, 任意地改变均值Ζ于是我们在 Ρ2Λ平面上得到的图象就是一条平行于 Λ轴但不与之重

合的直线Ζ由于 Η(4) 是非 ΗI 剩余证券的最小方差组合, É 型组合的加入不改变方差, 所以 Η(4)也

就是 S n 的最小方差组合Ζ 因此, 这条直线就是这种情形下的组合前沿Ζ
容易知道, 以上的讨论已经涵盖了所有的情形Ζ 定理得证Ζ
这一结果与传统的组合前沿理论的不同之处, 主要体现在上图的情形三和情形四中Ζ从证

明过程中我们容易看出, 我们定义的É 型组合起到关键性的作用Ζ而É 型组合既是一种套利组

合, 又不能计算收益率, 因而被排除在传统M arkow itz 组合选择理论之外Ζ
值得注意的是, É 型组合与Ê 型组合同属于无风险组合, 它们存在与否都可以由均值与协

方差矩阵直接验证Ζ其当前价格和期望收益率也可以容易地计算出来Ζ因此, 我们的结果可望

直接应用于组合选择理论的实际分析Ζ

41 有效子集判定条件

有了前面对于一般证券集的组合前沿的分析, 本节将从证券价格出发, 直接证明有效子集
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的一条判定定理Ζ 下面先给出一条引理Ζ
引理 411　若记 S k = {1, 2, ⋯, k }是 S n 的非空子集, 则对于任何 i∈S n , 总存在 Ηi

j∈R , j =

1, 2, ⋯, k 及方差有限的随机变量 Εk
i , 使得证券未来价格 x i 有如下分解

x i = Ηi
1x 1 + Ηi

2x 2 + ⋯Ηi
kx k + Εk

i , (3)

其中 Εk
i 满足

Cov[x j , Εk
i ] = 0, 　j = 1, 2, ⋯, k.

　　注: 这里也不需要假设证券的当前价格非零Ζ
证明　令 y i = x i - E [ x i ], i = 1, 2, ⋯, nΖ 于是 E [ y i ] = 0, i = 1, 2, ⋯, nΖ 记 L (n ) 为

{y i} i= 1, 2, ⋯, n 生成的线性空间,L (k )为{y j } j = 1, ⋯, k在L (n)中生成的线性子空间Ζ 这里当两个随

机变量依概率相等时, 我们就认为它们相等Ζ 在L (n) 中定义内积: 对于任何 x , y ∈L (n) , (x ,

y ) = E [xy ]Ζ 容易验证, 这时L (n) 成为有限维H ilbert 空间, 并且有 (x , y ) = E [xy ]= Cov [x ,

y ]Ζ后式成立是由于L (n)中的随机变量均值都是零Ζ由于L (k )为L (n)的闭线性子空间, 故任

给 i, i= 1, 2, ⋯n , y i 均有唯一的分解:

y i = y k
i + Γk

i

其中 y
k
i∈L (k ) , Γk

i⊥L (k ) , 即存在 Ηi
j∈R , j = 1, 2, ⋯, k , 使得

y i = Ηi
1y 1 + Ηi

2y 2 + ⋯ + Ηi
ky k + Γk

i , (4)

且有

Cov[y j , Γk
i ] = 0, 　j = 1, 2, ⋯, k.

令 Εk
i = E [x i ]- Ηi

1E [x 1 ]- ⋯- Ηi
kE [x k ]+ Γk

i , 不难由 (4) 得出结论 (3) 成立Ζ 此外, 由 Γk
i ∈L (n) ,

从而方差有限, 还可以得出 Εk
i 方差有限Ζ

引理 412　设 ra 和 rb 为两种证券的收益率,V ar[ ra ]= Ρ2
a ,V ar[ rb ]= Ρ2

b , ΡaΡb≠0 且Cov[ ra,

rb ]= 0Ζ 那么存在w ∈ (0, 1) , 使得

V ar[ (1 - w ) ra + w rb ] < m in{Ρ2
a , Ρ2

b}.

　　证明　不难验证,

m in
w ∈ (0, 1)

V ar[ (1 - w ) ra + w rb ] = m in
w ∈ (0, 1)

[ (1 - w ) 2Ρ2
a + w 2Ρ2

b ]

=
Ρ2

aΡ2
b

Ρ2
a + Ρ2

b
< m in{Ρ2

a , Ρ2
b}.

　　有了这些准备以后, 我们就可以证明

定理 413　S k = {1, 2, ⋯, k}< S n= {1, 2, ⋯, n}是 S n 的有效子集的充分必要条件为: 对于

任何 i∈S n , 存在 Ηi
j∈R , j = 1, 2, ⋯, k 及随机变量 Εk

i , 使得

x i = Ηi
1x 1 + Ηi

2x 2 + ⋯ + Ηi
kx k + Εk

i , (5)

其中 Εk
i 满足

Cov[x j , Εk
i ] = 0, 　j = 1, 2, ⋯, k , (6)

且有

p i = 6
k

j= 1
Ηi

jp j , 　E [Εk
i ] = 0. (7)

　　注: p i- 2 k
j= 1Ηi

jp j 实际是 Εk
i (作为证券组合)的当前价格Ζ 记之为 p

i
ΕΖ (7)意味着 p

i
Ε= 0Ζ

证明　充分性: 设 (5)、(6)、(7) 成立Ζ 考虑 S n 中有非零当前价格的证券组合 Η= (Η1, ⋯,
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Ηn) T ∈R
n的收益率 rΗΖ 由第二节的讨论

rΗ=
Ηx 1 + ⋯ + Ηnx n - (Η1p 1 + ⋯ + Ηnp n)

Η1p 1 + ⋯ + Ηnp n
(8)

=
6

k

j= 1

Ηj + 6
n

i= k+ 1

ΗiΗi
j x j + 6

n

i= k+ 1

ΗiΕk
i - 6

k

j = 1

Ηj + 6
n

i= k+ 1

ΗiΗi
j p j

6
k

j= 1
Ηj + 6

n

i= k+ 1
ΗiΗi

j p j

= 6
k

j= 1
w j rj + Εk

Η, (9)

其中

w j =
(Ηj + 2 n

i= k+ 1ΗiΗi
j ) p j

2 k
l= 1 (Ηl + 2 n

i= k+ 1ΗiΗi
l) p l

, j = 1, ⋯, k; 　Εk
Η =

2 n
i= k+ 1ΗiΕk

i

2 k
l= 1 (Ηl + 2 n

i= k+ 1ΗiΗi
l) p l

.

显然 Εk
Η作为当前价格为零的证券的组合, 其当前价格为零, 且

Cov[ r j , Εk
Η] = Cov

x j - p j

p j ,
, Εk

Η = 0, 　j = 1, ⋯, k.

这样一来, 任意给定 Λθ, 对 S n 生成的证券组合考虑M arkow itz 问题 (1) 所得的最优解的方差不

小于下述问题的最优解的方差,

m in　V ar[2 k
j= 1w j r j ] + V ar[Εk

Η]

s. t. 　w 1 + w 2 + ⋯ + w k = 1

　　　w 1Λ1 + w 2Λ2 + ⋯ + w k Λk = Λθ

当然也不会小于对 S k 生成的证券组合考虑问题 (1)所得的最优解的方差, 这是因为V ar[Εk
Η]≥

0Ζ 由此可见, S k 能够生成 S n 的组合前沿Ζ 于是 S k 是 S n 的有效子集Ζ
必要性　 (5)、(6)的成立由引理 411 可得Ζ 由 S k 是 S n 的有效子集可知, S k 的组合前沿恒

同于 S n 的组合前沿Ζ 下面只需证明 (7)对所有 i> k 成立Ζ 我们分两步证明Ζ
(一) 证明对所有 i, 存在 Ηi

j∈R , j = 1, 2, ⋯, k 及随机变量 Εk
i , 满足 (5)、(6) , 并使得 p

i
Ε= 0,

即 p i = 2 k
j = 1Ηi

j p j Ζ

用反证法Ζ如果存在某个 i> k , 不妨假设就是 i= k + 1, 使得 p
i
Ε≠0, 我们将证明S k 与S n 组

合前沿不一致, 即 S k 不是 S n 的有效子集Ζ 下面分两种情况来讨论Ζ
当 S k 生成组合的收益率的最小方差非零时 (对应于定理 313 中情形一、三、五) , 考虑 S k+ 1

= {1, 2, ⋯, k+ 1}中当前价格非零的证券组合 Ηk+ 1= {Η1, ⋯, Ηk+ 1) T ∈Rk+ 1　的收益率Ζ 则

rΗk+ 1 =
Η1x 1 + ⋯ + Ηk+ 1x k+ 1 - (Η1p 1 + ⋯ + Ηk+ 1p k+ 1)

Η1p 1 + ⋯ + Ηk+ 1p k+ 1
(10)

由 (6)可知, 存在 Η′
i∈R , i= 1, 2, ⋯, k , 使得

x k+ 1 = 6
k

i= 1
Η′

ix i + Εk
k+ 1, 　p k+ 1 = 6

k

i= 1
Η′

ip i + p k+ 1
Ε ,

且Cov[x j , Εk
k+ 1 ]= 0, j = 1, 2, ⋯, kΖ 故

rΗk+ 1=
6

k

i= 1

(Ηi + Η′
iΗk+ 1) x i + Ηk+ 1Εk

k+ 1 - 6
k

i= 1

(Ηi + Η′
iΗk+ 1) p i - Ηk+ 1p

k+ 1
Ε

6
k

i= 1

(Ηi + Η′
1Ηk+ 1) p i + Ηk+ 1p k+ 1

Ε
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= 6
k

i= 1
w i r i + w k+ 1 rΕ, (11)

其中

w i =
(Ηi + Η′

iΗk+ 1) p i

2 k
j= 1 (Ηj + Η′

j Ηk+ 1) p j + Ηk+ 1p
k+ 1
Ε

, 　i = 1, ⋯, k;

w k+ 1 =
Ηk+ 1p

k+ 1
Ε

2 k
j= 1 (Ηj + Η′

j Ηk+ 1) p j + Ηk+ 1p
k+ 1
Ε

, 　rΕ =
Εk

k+ 1 - p k+ 1
Ε

p k+ 1
Ε

.

令w{ k 对应于 S k 张成的收益率方差最小的组合Ζ 记其收益率为 rw{ k , 记 Ρ2
w{ k = V ar[ rw{ k ], 于是 Ρ2

w{ k

> 0Ζ 由于 S k+ 1和 S k 的组合前沿相同, 故 S k+ 1也不能张成收益率存在的无风险组合 (即Ê 型组

合) , 因此 rΕ作为 S k+ 1的组合收益率, 其收益率方差一定大于零Ζ 注意到, rΗk+ 1的最小方差 Ρ2 不

大于下列问题的最小值:

m in　 (1 - w ) 2Ρ2
w{ k + w 2V ar[ rΕ]

s. t. 　w ∈ [0, 1 ]

易知, Cov[ rw{ k , rΕ]= 0, 由引理 412, Ρ2< Ρ2
w{ k Ζ 因此, S k+ 1的组合收益率的最小方差要严格小于 S k

的组合收益率的最小方差, 二者的组合前沿当然不相同, 这与假设矛盾Ζ 因此这时一定有 p
i
Ε=

0, i= k+ 1, ⋯, nΖ
当 S k 生成组合的收益率的最小方差是零时 (对应于定理 3. 3 中的情形二、四、六) , 意味着

S k 可以生成收益率存在的无风险组合 (即Ê 型组合) Ζ 记该组合为 ΗÊ = (ΗÊ
1 , ⋯, ΗÊ

k ) T ∈R
k, 其

当前价格 p Ê = 2 k
i= 1ΗÊ

i p i≠0, 未来价格 x Ê = 2 k
i= 1ΗÊ

i x i 为常数Ζ 不妨设 p Ê = 1Ζ

若 p
k+ 1
Ε ≠0, 只需令

Ε″k = Εk
k+ 1 - p k+ 1

Ε x Ê , 　Η″
i = Ηk+ 1

i + p k+ 1
Ε ΗÊ

i , 　i = 1, ⋯, k ,

于是可以用 Ε″k 来代替 Εk
k+ 1, 用 Η″

i 来代替 Ηk+ 1
i , 满足 (5)、(6) , 并且 Ε″k 的当前价格为零Ζ

(二)证明, 在 (一) 的基础上, 还可以进一步代到 E [ Εk
i ]= 0, i= k + 1, ⋯, n , 下面只需证

E [Εk
k+ 1 ]= 0Ζ

容易知道, 当 S k 中存在É 型组合时 (对应定理 313 中情形三、四, 注意情形一、二中不会存

在É 型组合) , 与存在Ê 型组合时类似, 在存在满足 (5)、(6)的 Ηk+ 1
j ∈R , j = 1, 2, ⋯, k , 随机变量

Εk
k+ 1以及 p

k+ 1
Ε = 0 的基础上, 适当调整 Ηk+ 1

j , j = 1, 2, ⋯, k 与 Εk
k+ 1, 使得它们还满足 E [Εk

k+ 1 ]= 0,

从而导出结论成立Ζ
对于其他情形 (即当 S k 中不存在É 型组合时, 此时对应定理 313 中的情形一、二、五、六) ,

由于 p
k+ 1
Ε = 0, 与上面一样推导, 可得

rΗk+ 1=
6

k

i= 1
(Ηi + Η′

iΗk+ 1) x i + Ηk+ 1Εk
k+ 1 - 6

k

i= 1
(Ηi + Η′

iΗk+ 1) p i

6
k

i= 1
(Ηi + Η′

iΗk+ 1) p i

= 6
k

i= 1
w ′

i r i + w ′
k+ 1Εk

k+ 1, (12)

其中

w ′
i =

(Ηi + Η′
iΗk+ 1) p i

6
k

j= 1
(Ηj + Η′

j Ηk+ 1) p j

, i = 1, ⋯, k; w ′
k+ 1 =

Ηk+ 1

6
k

j= 1
(Ηj + Η′

j Ηk+ 1) p j

.

容易知道, (12) 中的 (w ′
1, ⋯, w

′
k+ 1) T ∈R

k+ 1　除 2 k
i= 1w

′
i = 1 外无其他约束Ζ 事实上, 任取 (w ′

1, ⋯
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w
′
k+ 1) T ∈R

k+ 1　满足 2 k
i= 1w

′
i= 1, 令 Ηk+ 1= w

′
k+ 1, Ηi=

w ′
i

p i
- Η′

iw
′
k+ 1, 于是, 上面的推导就导出相同的

(w ′
1, ⋯w

′
k+ 1) T ∈R

k+ 1　Ζ
这样一来, 对 S k+ 1生成的证券组合考虑M arkow itz 问题 (1)等价于考虑下列问题

m in　V ar[2 k
j= 1w j r j ] + V ar[w k+ 1Εk

k+ 1 ]

s. t. 　w 1 + w 2 + ⋯ + w k = 1,w k+ 1 ∈R

　　　E [2 k
j= 1w j rj + w k+ 1Εk

k+ 1 ] = Λθ

对于证券期望收益率均相等的情形 (对应于定理 313 中的情形一、二) , 对 (12) 式两端取期望,

由 2 k
i= 1w

′
i= 1,w

′
k+ 1可任意取值可知, E [Εk

k+ 1 ]= 0Ζ
由定理 313 知, 现在只剩下图中的情形五、六Ζ 在这两种情形下, 组合前沿的上半段 (即有

效前沿部分)均可看成凹函数 Λθ= Λθ (Ρλ)的图象Ζ 下面用反证法证明, 此时也一定有 E [Εk
k+ 1 ]= 0

成立Ζ
假设 E [Εk

k+ 1 ]≠0Ζ 我们指出, 对于任何由 S k 生成的有效前沿上的距原点充分远的点 (Ρw k ,

Λw k ) (设其中对应组合的收益率为 2 k
j= 1w{ j rj , 其中 2 k

j = 1w{ j = 1) , 任取与 E [Εk
k+ 1 ]同号的非零常数

w{ k+ 1, 由 (Ρw k , Λw k ) 对应的组合与w{ k+ 1Εk
k+ 1对应的组合加和成为一个新组合, 设其在 Ρ2Λ平面上

对应 (Ρw{ , Λw{ ) , 那么该点一定在有效前沿的上方Ζ 事实上,

Ρw{ = V ar 6
k

j = 1
w{ j r j + V ar[w{ k+ 1Εk

k+ 1 ]
1ö2

= (Ρ2
w{ k + w{ 2

k+ 1V ar[Εk
k+ 1 ]) 1ö2,

Λw{ = E 6
k

j= 1
w{ j r j + w{ k+ 1Εk

k+ 1 = Λw{ k + w{ k+ 1E [Εk
k+ 1 ].

由于 Λθ= Λθ (Ρλ)是凹函数, 其任意步长的差商当 Ρλ增加时递减, 尤其是当 Ρλ> Ρw{ k且 Ρw{ k充分大时,

有
Λθ - Λw{ k

Ρλ - Ρw{ k
≤C ,

其中C 为某个常数Ζ 但是

Λw{ - Λw{ k

Ρw{ - Ρw{ k
=

w{ k+ 1E [Εk
k+ 1 ]

(Ρ2
w{ k + w{ 2

k+ 1V ar[Εk
k+ 1 ]) 1ö2 - Ρw{ k

=
[ (Ρ2

w{ k + w{ 2
k+ 1V ar[Εk

k+ 1 ]) 1ö2 + Ρw{ k ]ûE [Εk
k+ 1 ]û

ûw{ k+ 1ûV ar[Εk
k+ 1 ]

当 Ρw{ k趋向于+ ∞时, 只要 E [Εk
k+ 1 ]≠0, 它可以任意大Ζ这就是说, (Ρw{ , Λw{ )一定可以位于有效前

沿的上方, 从而第 k + 1 种证券的加入使 S k 生成的有效前沿发生改变, 这就导出矛盾Ζ 于是此

时也一定有 E [Εk
k+ 1 ]= 0Ζ

综上所述, 定理条件的必要性也已得证Ζ
将定理 413 改写为传统组合分析理论的用证券收益率描述的形式, 可以得到

定理 414　S k = {1, 2, ⋯, k }< S n 是 S n 的有效子集的充分必要条件为对于任何 i∈S n , 存

在w
ik = (w ik

1 , ⋯,w
ik
k ) T ∈R

k, 2 k
j= 1w

ik
j = 1, 使得

E [ r i ] = w ik
1 E [ r1 ] + w ik

2 E [ r2 ] + ⋯ + w ik
k E [ rk ],

Cov[ r i, r j ] = w ik
1 Cov[ r1, r j ] + w ik

2 Cov[ r2, r j ] + ⋯ + w ik
k Cov[ rk , r j ],

j = 1, 2, ⋯, k.

　　定理 413 从证券价格出发得到了判定有效子集的一个充分必要条件Ζ它说明, 在证券允许

卖空的前提下, 加入一种新证券 (例如第 k + 1 种证券) 但不改变原证券集的有效子集, 等价于
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加入一种当前价格为零, 未来价格的期望也为零的新证券 (即 Εk
k+ 1) Ζ

定理 413 的形式与我们的前一篇文章[9 ]的定理 411 是相同的, 不同的是我们从证券价格

和组合前沿的分类入手, 直接导出了该结论Ζ 在证明过程中, 新证券相对于原证券集的分解贯

穿始终, Εk
k+ 1的经济含义一目了然Ζ 这是本文的主要特点Ζ
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CLASSIF ICAT IO N O F PO RTFOL IO
FRO NT IERS AND EFF IC IENT SUBSET

FO R PO RTFOL IO SEL ECT IO N

Yang J ie
(N anka i Institu te of M athem atics, 300071, T ianj in, Ch ina)

Sh i Shuzhong
(R esearch Cen ter f or F inancia l M athem atics and E ng ineering ,

P ek ing U niversity , 100871,B eij ing , Ch ina)

(N anka i Institu te of M athem atics, 300071, T ianj in, Ch ina)

Abstract　 In troducing p rices of secu rit ies, th is paper classifies general secu rit ies sets by po rtfo lio fron tier and

then a direct p roof fo r a determ inan t theo rem abou t Efficien t Subset is obained.

Keywords　Po rtfo lio select ion theo ry, efficien t subset, po rtfo lio fron tier
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