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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 13, № 1 (1973)г 87—96 

УДК 519.4 

ЧИСЛЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМ ПРЯМЫХ 
НА ПОЛНЫХ ПЕРЕСЕЧЕНИЯХ 

А. С. Либгобер 
Получена формула для'вычисления числа прямых на полном 

пересечении гиперповерхностей и найден многочлен Гильберта 
многообразия прямых кубической трехмерной гиперповерх­
ности. Библ. 3 назв. 

Пусть Vr_s' s — алгебраическое многообразие в про­
ективном пространстве Рг размерности г, которое есть 
полное пересечение 5 гиперповерхностей степеней пг, ... 
. . . , ns. Известно, что прямые в Р , лежащие на Kr_s , 
если такие вообще имеются, можно параметризовать ал­
гебраическим многообразием вг (Vrl's' s). Это многообра­
зие канонически вложено в многообразие Грассмана, а по­
тому и в некоторое проективное пространство. 

Из формулы, полученной Предонцаном, следует, что 
для общего l/r_s

 ь 

dim Sl (V?iyn«) = 2 (г - 1) - S U ("* + !)• 
Поэтому, если 

2 (г - 1) - S (И{ + 1) = 0, (1) 

то на общем Vrl'" s расположено конечное число прямых-
Например, давно известно, что на неособой кубической 
поверхности лежат 27 прямых. 

Мы найдем число прямых на общем yn^--ns B случае 
(1), т, е. когда их конечное число. 
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Для Р а и Р'\ вложенных в PY (мы будем считать, что 
а + р > у) и не содержащихся ни в каком PY_1, число 
прямых в PY, их пересекающих и лежащих на общей 
К?_1? мы будем обозначать TV*'3. 

Основной результат состоит в следующем. 
ТЕОРЕМА 1. Если а + |J = п + 1, то N^ конечно 

и равно 

п-п\ п — i 
З а - 1 ( • • • , J , . - . ) — З п -

где ак есть k-й элементарный симметрический многочлен 
п — 1 п — 2 п — i 1 

аргументов — j — , — g — , . . ., — - , . . ., - ^ — р . 
Отсюда легко следует 
ТЕОРЕМА 2. £с./ш 2г — п — 3 = 0, то число прямых 

на F^LX конечно и равно 
п — i 1 

п-п ~ 
, Г / /г — 1 /г 

tl [S n-l (^—I , . . . ,— i ' ' ' ' ' n — 1 

n — 1 n — i 1 
— <* n-3 ( — i , • • • , — , • • • , - £ — j " 

г<9е обозначения такие же, как и в теореме 1. 
Пусть QaoCLl (О ^ а0 < % ^ Г) обозначает многообра­

зие Шуберта п р я м ы х пространств Р г , с о д е р ж а щ и х с я в Ра* 
и пересекающих Р°° cr P a i . Известно, что это неприводи­
мое многообразие размерности а0 -\- аг — 1, и если числа 
г, пц ..., ns удовлетворяют соотношению (1), то опре­
делено число 

Kiv •••> h = ( ^ i u 2г—m—2—ii, ... £2; s , 2?-—ng 2 — is) 

для любого набора чисел z1? ..., is, удовлетворяющих не­
равенствам 

max (r — тгх — 2, 0 ) < ^ < г у 

— 1 , . . . , max (Г - п8 - 2, 0 ) < is < г - - | ^ — 1, 

вычисляемое стандартным образом, с помощью формул для 
умножения в кольце классов циклов с точностью до чис­
ленной эквивалентности многообразия Грассмана. 
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ТЕОРЕМА 3. Число прямых на V^s"Us в случае 

2(r-l)-SU(ni + l) = 0 
конечно и равно 

i i . . . i s ^Vr_it . . . i V r _ i e A i b . . i e , 

где каждый из индексов ix ... is пробегает соответствующее 
множество значений 

max (0, г — пг — 2) ^ i < г ^ 1, 

max (0, г — rcs — 2) < i s < r — - ^ - — 1 . 

Например, 

# % (V,8) = 53 • 23, # в1 (VI'3) = 3* • 13, # S l (VY) = 2* • 5. 

Во втором параграфе мы вычисляем многочлен 
Гильберта многообразия прямых, лежащих на кубиче­
ской гиперповерхности в Р. Он оказывается равным 

- у п2 2~ п + 6 . В одной работе Фано была вычислена 
часть его коэффициентов. 

§ 1. Конечные системы прямых. Для Р а и Р8 , вложен­
ных в Р"̂  (а -f Р > у) и н е содержащихся в PY~X (соответ­
ственно содержащихся в Р т _ 1 , но не содержащихся ни 
в каком Рт~2), многообразие прямых, их пересекающих, 
обозначим Му'^ (соответственно М*'р). 

Многообразие прямых из М^ (соответственно М*"), 
лежащих на T^-i» обозначим L^ (соответственно Z*'p). 
рлг(п.т) обозначает пространство коэффициентов уравне­
ний гиперповерхностей степени п в PY. 

Доказательство теоремы 1 проведем в несколько шагов. 
Ш а г 1. Для общей V^x многообразия L? и L*^ 

при а -\- Р = п + 1 нульмерны, а при а + Р < и + 1 
пусты. 

Рассмотрим инцидентное соответствие Zx (соответствен­
но Z2) между Му' (соответственно Л/""' Р) и пространством 
piV(n,Y)^ КОТОр0е?^5удучи циклом ztczM*' 3 X P N ( n ' Y ) (соот­
ветственно Z2 cz Л/у X PN(n»Y)), теоретико-множественно 
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состоит из пар (/, V), где / ЕЕ А/у"'* (соответственно Z Е: 
ЕЕЛ/у"'), F (== Рл('г, т) и / дожит на гиперповерхности V. 

Слоем соответствия Zx (соответственно Z2) над точкой 
из А/у'3 (соответственно М* ) служит семейство ги­
перповерхностей степени п в PY, проходящих через пря­
мую. Это семейство является линейным пространством 
размерности (т

г+т) — (п + 1). 
Многообразие Zx неприводимо, так как расслаивается 

над неприводимым многообразием А/у"3 на проективные 
пространства. Многообразие Z2 состоит их двух компонент, 
соответствующих компонентам многообразия Afy's. 

Образом соответствия Zx (соответственно Z2) служит все 
пространство гиперповерхностей. Действительно, из ра­
боты [1] легко следует, что при а + Р = п + 1 имеем 
si CPY-I-QI.CX+P) > 0, а поскольку QljCt+p входит в раз­
ложение М?"+Э с коэффициентом 1, то (s± (F?_i)- A/?'8) > 0. 

Слоем соответствия Zx (соответственно Z2) над общей 
точкой образа при проекции на Р^(п^) служит L*"3 

(соответственно Ly'3). Принцип счета констант для соот­
ветствий Zx (соответственно Z2) дает 

* + £ + [ т ' J - fn + l ) ^ T J + 
-}- dim L*' (соответственно L*' ), 

откуда при а + Р = w + 1 получаем dim Ly'3 = 
= dim Ly

,fA = 0. Если бы при а + Р < п + 1 образом 
соответствия Zx (соответственно Z2) было бы все PN(n^), то 
также имело бы место это соотношение. Однако при а + 
4- Р < п + 1 оно невозможно. 

Ш а г 2. Если а + Р = л + 1» т 0 

N?*=N*'£-N%r'\ (2) 

^•Р = ^ 5 - ^ Г ' Т . (3) 
Равенство (3) следует из (2) индукцией вниз по у. До­

кажем соотношение (2). 
Пусть Р а и РР лежат в PY так, что они порождают 

все PY. 
Рассмотрим прямую С в PY+1, не лежащую в PY и не 

пересекающую Р^-1. Каждая точка t ЕЕ С порождает вме~ 
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сте с Р^-1 пространство Р?. P3 + 1 обозначает пространство, 
порожденное Р 3 - 1 и С. 

Пусть U — соответствие между С и L*^+1, построенным 
для общей Vy и для выбранных выше Р а и Р^+1, опреде­
ляемое теоретико-множественно, как множество пар (Z, t) 
таких, что I GE I/?'3, построенному для Р а и Pt. 

Поскольку согласно шагу 1 Ly'+l+1 есть слой неприводи­
мого соответствия над P^(^+D, то в ptfO^+D существует 
открытое множество, для которого Ь?+1+1 равноразмерно. 

Слой проекции U ->- L?;i+ 1 есть либо прямая (для 
I e= L*;f+1 — или лежащих в Р3 + 1 или пересекающих 
Р а П Р'^1) либо точка. 

Поскольку шаг 1 утверждает, что в С существует от­
крытое множество С", и что слой проекции U -> С над 
точками С нульмерны, то в слоях этого морфизма над С" 
нет общих точек цикла U. Поэтому проекция U -> С над 
С является плоским морфизмом. 

Слоем U над точкой пересечения С и PY служит Ъ*\х> 
и согласно шагу 1 эта точка принадлежит С", а слой над 
остальными точками есть L"+i- Из плоскости следует, что 

%(L*;f) есть, очевидно, A/*;f. Многообразие L^;{ состоит 
из прямых в PY, которые пересекают Р а и Р3 , и из пря­
мых PY, пересекающих Р а П Р3- Число прямых первого 
типа равно Л^"3, а второго N?+i~Y,Y-

Согласно шагу 1 на общей Уу_х нет прямых, пересе­
кающих Р а П Р 3 при а-\-$ — п + 1. Поэтому 

как и утверждалось. 
Ш а г 3. Вычисление чисел N "'+? (а + р = и + 1). 
Каждая прямая в Pn+1 , пересекающая Р а и Р , ле­

жащая на гиперповерхности степени д, задается двумя 
точками (,х0, ..., ха) и (у0, ..., i/p) пересечения с Р а и Р 
(предполагается, что точка пересечения Р а и Р не лежит 
на стой гиперповерхности). 
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Если уравнения Рх имеют вид z a l l = ... = zafl3 = О, 
а Р : z0 ~ ... 2а_х = О, то уравнения прямой имеют вид 

zQ = х0и,. . . , za = хаи + y0v, za+1 = уги,..., ZX+P, = ^ (4) 

Условия принадлежности прямой к гиперповерхности 
получаются приравниванием нулю коэффициентов при 
ulvt\ (g —f— т| = лг- —f— 1) в многочлене, полученном заменой 
переменных (4) в уравнении гиперповерхности V%. Таким 
образом, Ln'+i лежит на Р а X Р и является пересечением 
дивизоров бистепеней (п, 0), (п — 1,1), ..., (0, п). 

Индекс их пересечения есть N*',в и равен, очевидно, 
коэффициенту при хау^ в многочлене пх [{п — 1) х + 
+ у] ... [х + (п — 1) у] пу. Этот коэффициент равен ко­
эффициенту при 2 a _ 1 в многочлене 

п (1 + (п — 1) z) ... nz, (5) 

который есть (а — 1)-й элементарный симметриче­
ский многочлен от нулей (5), которые равны т - t 

— Y » . . . , ^— . Отсюда и из шага 2 следует 
теорема 1. 

Далее многообразие прямых в Рг, лежащих на F^+1, 
есть Lr

r~1,r~1. Применение теоремы 1 дает теорему 2, 
поскольку 2г — п — 3 = 0. 

Выведем теперь из теоремы 1 теорему 3. Известно, что 
базис циклов многообразия Грассмана по модулю чис­
ленной эквивалентности составляют шубертовы много­
образия &а0аг ПОЭТОМУ ДЛЯ Любых Г И П 

OL^Qp 2г -л-2-г 

Sl(F?_1) = / ^ 1 ' , ' - 1 ~ S „ • (fi) 
max (o, r-n-2)<kr- 1 

Кроме того, (Qit 2 r-n-2-;; Qn+a+Vr. r-i0) равно единице 
при г = г0 и нулю в противном случае [2]. Поэтому из 
(6) следует, что 

г/. — //^-1^-1 О . Л _ ктП+2+i-r, г - г -1 

Многообразие прямых на пересечении гиперповерхно­
стей есть пересечение многообразий прямых на каждой 
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гиперповерхности. Поэтому 

Вычисление этого индекса с помощью формул (6) дает 
утверждение теоремы 3. 

§ 2. Прямые на кубической трехмерной гиперповерх­
ности. Через hx (n) обозначается далее многочлен Гиль­
берта многообразия X. 

Рассуждая как при доказательстве шага 2, убеждаемся, 
что ft о з = /г-з,з. 

6 

Многообразие L^ есть объединение двух многообра­
зий: L's'3 и LQ'5, которые пересекаются по Ь\л. Поэтому 

Л з,з = Л з,з +fc i,5 — h1A. (7) 
LB L5 i j 6 lb 

Далее foL3,3 = А^з.з. Многообразие L3,3 есть объедине­
ние многообразий L4'3 и L^'4, пересекающихся по L^'3-
Поэтому 

Л_3,3 = ^г2,4 + Л 3,3 — ^ 2,3- ( 8 ) 
ь 5 L 5 ь 4 ь 0 

Аналогично ftr2,4 = /г72,4. Многообразие 1АЛ распадает-
/j6 Ч 6 

ся на L5'4 и Ь\,ъ, которые пересекаются по L5'4. Поэтому 
\ 2,4 = И 2,4 + Л 1,1 — А 1>4. (9) 

L 6 i , 5 bg Ь 5 

Комбинируя соотношения (7) — (9), получим 

Л 3,3 = ^ 3,3 — Й 2,4 + \ 2,3- (Ю) 
Ь 4 Ь 6 Iv6 Ь 4 

Теперь вычислим каждый из многочленов в правой 
части. 

Для любого цикла Z в Р 3 X Р 3 через iz будем обозна­
чать его вложение в Р 3 х Р3, Рг и Р2 — проекции Р 3 X 
X Р3 на каждый сомножитель. 

Многообразие Lf3 вложено в Р 3 х Р 3 и является пере­
сечением дивизоров бистепеней (3,0), (2,1), (1,2), (0,3). 

Пусть Dx — дивизор бистепени (3,0). Тогда имеем 

0 ~> р[ (0р. ( _ 3)) -> Орзхрз -> 0Dl-> 0. 
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Домножая тензорно эту последовательность на 
р[(0 (п)) ® pi (0 (т)), получаем 

X ( 4 (Pi (Op, (я))) <g> А (0Ра (/и)))) = 
- X (Од. <8> Pi (О (га)) 0 pi (О (т))) = 

<'га + 3 
3 

'/га + 3 
3 

Пусть Z)2 — дивизор на Z)l5 высеченный дивизором на 
рз х рз 0ИСтепени (0, 3). Из точной последовательности 

О -* in, (pl (0(- 3))) -* 0Dl -> 0D, -> 0 
получаем 
X(bAp"i(0(n))®pa(0(m)))) = 

га + 3 
3 

/га + 3 
3 

/га 
3 

= -±- (Зга3 + 3» + 2) (3/га2 + 3/м + 2). 

Применим точную последовательность к дивизору D3, 
высекаемому на D2 дивизором в Р ' х F бистепени (1,2): 

О -> 4 (А (О ( - 1)) <g> ̂  (О ( - 2))) -> tfft -> £>Вз -> 0. 

Домножая эту последовательность на iDl {р[ {О (п)) (х) 
(х) р\ {О (т))), получим 

X(?D,(pl(0(n))®pUO(m)))) = 
= J_ (36/шг2 - 18п2 + 18т2/г - 18.тш + ЗОгг + 24тг - 12). 

Наконец, L^'3 высекается на D3 дивизором бистепени 
(2Д). Поэтому есть точная последовательность, связанная 
с дивизором на D3; она имеет вид 
о ->. ^ (р[ (о (-2)) ® Р; (о (-1))) -> oD, -* оьз,з-+ о. 

Эйлерова характеристика пучка £3з(р* (О (п)) ® 

®р* (О (т))) оказывается равной 

9п2 + 9w2 + 45яш — 63/г — бЗлтг + 93. 
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Легко проверить, что пучок, связанный с гиперпло­
ским сечением, при естественном вложении Р3 х Р3 -*-
->- Gr (1, б) есть р[ (О (1)) X р*2 (О (1)). Поэтому для 
получения многочлена Гильберта LQ'3 достаточно в по­
следней формуле положить п = т. 

Следовательно, получаем, что 

ft, з,з = 63гс2 — 126гс + 93. 
6 

Многочлен Гильберта многообразия LlA вычисляется 
аналогично: эта поверхность есть пересечение на Р2 X 
X Р4 четырех дивизоров бистепеней (3,0), (2,1), (1,2), 
(0,3). 

Используя на каждом шаге точную последовательность, 
связанную с дивизором, получаем 

h 24 = 4-(27^2^39^+28)-
Наконец, ftL2,3 вычисляется с использованием соот­

ношения 

ft 2,3 — ftr2,3 + ftTl,3 — ftrl,4» L
4
 Ь5 ь 4 L5 

получаемого как и выше. 
Каждое из многообразий, многочлен Гильберта кото­

рых стоит справа, есть пересечение дивизоров бистепеней 
(3,0), (1,2), (2,1), (С,3) на соответствующем произведении 
пространств. 

После выкладок получаем 

йт2,з = 63п — 72, ftri,3 = 18, ftTi,4 = 18̂ г — 9. 
Н Ь4 Ч 

Поэтому 
ftL2.3 = 45n — 45. 

4 

Подставляя полученные результаты в (10), получаем 

В] частности, р а (L4'3) = 5, degLj'3 = 45, что дает 
классический результат Фано [3]. 
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